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sinopsis 
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INTRODUCCIÓN 
En un trabajo anterior [1] se desarrolló un método variacional para la obtención, de forma 
unificada, de condiciones suficientes de estabilidad de estados de sistemas mecánicos, dis-
cretos y continuos. Las ecuaciones varlacionales de movimiento, para pequeñas perturbacio-
nes, tenían una estructura formal común frecuente en diversos problemas de estabilidad de 
sistemas de partículas y de sólidos rígidos y de sistemas continuos. 
El método desarrollado es particularmente útil para sistemas discretos de dos o tres dimen-
siones o para sistemas elásticos monodlmensionales. En este caso, la aplicación de métodos 
aproximados, como el de Garlekin, permite la reducción a un problema discreto en dos o tres 
dimensiones, suficiente en muchos casos en la práctica. 
En el presente trabajo, aplicamos dicho método a varios problemas concretos. 
FORMyLACION GENERAL 
Hacemos una rápida síntesis del método general. 
Consideramos las siguientes ecuaciones varlacionales de movimiento: 
Fu = u + 2ÉLÍ+ ffu = 0 [11 
donde u¡(x, í)=0 representa la configuración respecto a la cual se estudian las propiedades 
de estabilidad. 
£ y 0 son operadores lineales diferenciales sobre ^, con coeficientes reales constantes, o 
bien matrices con elementos reales constantes. 
Consideramos las soluciones del tipo lí=lí=7(l()e'"'*, m = a + i§, a y p reales, ^ ^ 0 . 
Constituyen un espacio P, en el que definimos el producto Interno, como es usual: 
donde el asterisco indica «complejo conjugado», siendo la integral finita. ¥{t) es el volumen 
del sólido para ̂ = 1 . 
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En el caso general, para u = i|, la ecuación (1) se escribe: 
donde 
y 
y las letras «a»> y «s» indican antihermítico y hermítico, respectivamente. 
Consideramos dos casos para el estudio de las condiciones suficientes de estabilidad. 
I. Sobre el sistema actúan fuerzas conservativas y giroscópica exclusivamente: É=É' y Ú = Ú'. 
Consideramos la funcional M = ^^ -^5 - . Los valores de M tales que ¿M = 0, son los aytovalo-
res I p La condición de estabilidad es que los valores de m soluciones de la ecuación ^^ = 0 
sean reales. 
Condición suficiente de estabilidad es: 
>0 [21 
(ú = m' tal que ^ 
om 
Si el espectro de autovaiores está acotado, bastará expresar que el menor de los 1^ sea 
positivo. 
II. En el caso general, utilizamos la misma funcional M, obteniendo en este caso autovaio-
res que son números compiejos. 
La condición de estabilidad es que Â  = 0 para cu = a + i^. a y p reales, p^Q, tales que 1¿ = 0. 
Los valores ^ > 0 dan estabilidad aslntótica. Las letras «r» e «/'»> Indican real e imaginario 
respectivamente. 
Condición suficiente de estabilidad es: 
Menor Â  
^ = 0 . Son condiciones límites. 
>0 , a = a' tal que 1¿ 
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Un sistema giroscópico de n grados de libertad es tal que la energía cinética es r = ^ ^ ^ A Í 
2 
^ " J ^ = ^«^^)' '• "̂ = "'' 2, .... n, a=cte, y la energía potencial, V = V{q^, .... qj en el espacio 
(q, q't). Definimos la posición de equilibrio aparente o-dinámico (q . . . .... q ) como aquella 
dV 
en que todas las —-{i^2) son nulas. 
dq, 
En el estado no perturbado existe realmente movimiento del sistema. 
Sea un sistema giroscópico con dos coordenadas no cíclicas, en particular una peonza si-
métrica y hallemos condiciones para la estabilidad de la posición de equilibrio aparente. 
En forma general, las ecuaciones variaclonales de movimiento en la aproximación lineal son: 
f ü = L¡+ 2É' u + D*Ü = ^ 
con ^ • = (-1 ^) , p > 0 
i>ea. 
— — I ^ l e * * ' , . 
Resulta: 
A^A sen ((p.-ipz) 
+ 4p(ú 
De áM = 0, obtenemos: 
+ á,éA2l-2A,á,((|,-c|j)-4pfíjsen (y,-y2)(A*-4|)] + 
+ (¿f , - ¿ f 2) eos ( f , - f a)4,Aj|/lf + á|)=0 
n 
Tomamos (p^-(p^ = -^ y tenemos: 
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De esta condición, obtenennos: 
4 . = m á , , ff| = — ^ f a / - v ^ - f i t a / _ r — _ 
4pctí 
di-cu» (c|a-cij»)m« m c|,+c}fam+4pfflm 
A - *= ——————— -4. — — «I- #PClJ • — — =s -•• • ••— — C i J 
Á̂  = 0 deb© dar las solyclories m reales. 
De 
Obtenennos que: 
A,A^ /4p '4 f4 | c| ,/! ' + <? , 4 | 
El radicando ha de ser positivo o nulo, lo que conduce a la condición: 
q ̂ A* + {4p^ + q ̂  + q 2)A^^Al + q ¿Al^Q 
4 O Ce eiif¡r>ií»ntft f i n o Cüsi ft '•^Ú %/ n " ^0 i. t o ou i i v i c i i iw m j o o c a i | ^ «̂̂  w jf i | 2 "^ *'' 
2." Si c|,<0(0'c|2<0), consideramos el signo igual y: 
A,Y -Í4p^ + q,+qj±^/i4p' + q,+q^)^-4q,q^ 
.AJ 2q, 
Ha de ser c|,i|2>0 y 
{4p' + q, + q^)'>4q,q^ 
Importante resultado conocido. Nos dice que la energía potencial tendrá un máximo o un 
mínimo en la posición de equilibrio aparente, pero no un puerto. 
La condición general de estabilidad será: 
q,q^>Q 
i4p' + q, + q,V>4q,q^ 
resultado conocido. 
Estudiamos ahora este problema considerando las condiciones suficientes [2]. 
En primer lugar, tenemos que: 
A * í q, 2mpi\ 
2miÉ' + Ú* = l I' . 
\-2mpi f j / 
^ __ —- - —— = — - _ _ _ _ - ^ — tt)' = 1 - — m 
2 
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Supondremos que q^>qr 
Utilliaremos la denominación 1 / y 1^" según consideremos el signo + o el - , respectiva-
mente, delante del radical. 
Observemos lo siguiente: 
Tenemos los siguientes extremos de X^ 
dXI'^ ±Qp*m 
^® x/(c7,-<!,)»+16p«Gi« 
© , = 0 
I ®1. 3' 4p 
l - | o i , = l 
y: 
d'Xi'^ 
r __ I 
8p» 
x / ( í l i - í | , ) ' + 16p%» 
(1™16p%*)-2 
Comprobamos que, 
0^~^^ 00=>lf • -^ — O) 
a) Analicemos la curva X* en el plano (m, X^}. 
Para © = © , = 0 , tenemos: 




si ® j , , real. 
Para co=cOj ó^®,, se obtiene: 
Mfm 
fil —€Slg é ®» 16 p« 
i4p'^q, + q,)'^4q,q, 
16p» 
a*i; 
5®' « I - M i 6 a». 
Jñp*^iq,^qJ^ 
8p* 
si Gí,̂  3 real. 
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b) Curva 1~. 
Para a> = ©,=0, se obtiene: 
dm'' 
^2^^±ÜI^^<0 
Para c»=0, la concavidad de 1^ es de sentido contrario qye la de 1^ , en el caso general. 
Las condiciones suficientes de estabilidad siguen inmediatamente. 
1." Es suficiente que se verifique 
y, por tanto, f ,>0 también. 
2." Son suficientes las condiciones: 
y, por tanto, q^<0 también, Junto con la desigualdad: 
En resumen, las condiciones suficientes de estabilidad son: 
qS2>^ 
(4p» + c|, + c|,P>4c|,c|, 
como conocemos. 
Si f ,>0, <|j>0, vemos que se verifican las dos desigualdades: si la energía potencial tiene 
un mínimo en la posición de equilibrio, existe estabilidad cualquiera qye sea p, como es 
conocido. 
Si <|,<0, c|jj<0, p ha de ser suficientemente grande para qye se verifique la 2.* condición de 
estabilidad. 
Ejemplo 2 
Consideramos el sistema discreto anterior en el caso particyiar de una peonza simétrica, 
para la cual q^=q^=q, con ios valores: 
con I,, I3 m. de 1. principales y 1 distancia del punto fijo al c. de 1. de la peonza y c»3 la 
velocidad angular de giro alrededor de sy eje. 
Para estas condiciones, obtenemos de SM=Ú: 
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en este caso con-lg función lineal de m. 
1^=0 => m= p±y/p^-¥q 
Condiciones de esiabilidaá 
De otra forma: 
1^ =0 => co= — p + ^/jD^4-g 
p * + f > 0 
ai; ^ 
— - __ y => (O — O 
dm 
di; 
— = 0 => © = —p dm 
y obtenemos las condiciones anteriores: 
Observemos que el mismo resultado se obtiene de la condición general del Ejemplo 1; para 
(4p» + <|, + <|,r>4g,í|, ^ p« + c|>0. 
Para energía potencial con yn mínimo en la posición de equilibrio aparente vertical, la condi-
ción anterior se verifica siempre, como sabemos. 
Si la energía potencial tiene un máximo, f <0 y entonces p ha de ser suficientemente grande. 
Veamos el significado físico: 
pa + f >0 => ^ ™ - ^ > o 1 • 1 
luego 
P=l^m^>2jMgll^ 
En otras palabras, una peonza simétrica, girando alrededor de su eje, es estable respecto a 
la posición vertical de energía potencial máxima si 1a velocidad angular m^ de dicho giro es 
superior al valor obtenido, para la aproximación lineal. 
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Consideramos el sistema giroscóplco del Ejemplo 2, Introduciendo fuerzas dislpativas. 
F t¡ = u + 2(£' + É') t¡+ D'IJ = ^ 
con 
Obtenemos: 




s > 0 , p > 0 . 
_ ÍA e'*i 
Para Ü = ' le ' " * , m = a + IB 
A A 
M = q-m^ + 2msi + 4p(o jj^-^ sen {<p^-(p 2) 
4pmA^A^{Al^Al) eos i(p%-(pg)S{(p^-(p^} + 
+4pm sen (^^-(p^) [{Al-A^^)A^SA^-{A^^-Al)A^5A^] =Ú 
<P,-V,=j 
A — 4- Á ' ' 1 — i '^ 2 
X¡ =q + 2pm - o* + 2msi 
X^ =q- 2pm - co* + 2msi 
Condición necesaria de estabilidad es que 1^=0 tenga las soluciones co = a + i^, con a y ^ 
reales, p^O. 
Existe estabilidad asintótica o estabilidad según sea p mayor o igual que cero, respectiva-
mente. 
Tenemos 
X;-^=q±2pa-a' + P^-2Ps-hii±2pP + 2sa-2ap} 
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3.1. Para P = 0, tenemos: 
/mAj' ~ =0 => a = 0 
Las 1^ con | = 0 son parábolas con la concavidad hacia las 1^ negativas: 
Relp • ™ = ~a*±2ap + f 
con un máximo para a=±p 
Cúndición sufíci&nte de estabilidad: 
q>Ú 
es decir, la energía debe tener un mínimo en la posición de equilibrio aparente. 
Observemos que para ^>0, el punto (O, 0. 0) del triedro trlrrectángulo (a, p, i p está com-
prendido entre las dos intersecciones de Á^'* y i ^ ' ' con el eje | = 0 . 4'p=0, En cambio, 
para q<0, el origen no está comprendido entre las citadas Intersecciones. 
Analicemos la intensidad de la peonza cuando la energía potencial tiene un máximo, g<0, 
de la siguiente manera: 
Xf=q±2pm-m^ + 2msi 
lp=0 debe dar las cti = a + i | , con a y |I reales y p>0 para la estabilidad aslntótica. 
Por tanto, resolvemos las ecuaciones: 
Xp =q-m^ + 2mip-si} = 0 
X¡ =q-m^ + 2m(p + si)=Q 











' + (P 
-iP' 
^ + q-
-|_ Qf — 
-s^) 
'S') 
Calculemos el término imaginario 
j 2 \/W^d + sY-4qs'-Íp' + q+s^) 
Si q>0, entonces s±b es mayor que cero y existe estabilidad asintótica. 
Si f <0, suponiendo p^ + q>0 o más aún p^ + <|-s*>0, entonces s+b es positiva, pero s-b 
es negativa y existen soluciones crecientes exponencial mente. Para <|<0 existe Inestabilidad. 
Las fuerzas giroscópicas con disipación dan inestabilidad, aunque se cumpla las condiciones 
suficientes de estabilidad sin fuerzas dislpativas, en el caso de que la energía potencial en la 
posición de equilibrio aparente tenga un máximo. Y aun suponiendo una restricción mayor p^ + 
+< l -s*>0 que en aquel caso. 
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3.2. Veamos el problema de forma general. 
X; = q±2pa-a^ + P-2Ps 
X'p=±2pp + 2sa-2ap 
Ha de ser 4 = 4 = 0 para a y | reales, ^ ^ 0 . El valor positivo de p corresponde a estabilidad 
asintótica. 
La condición que resulta operando es q>0, para ^>0. La condición, ya obtenida en 3.1. 
corresponde a estabilidad asintótica. 
A continuación se representan gráficamente la curva 4 = 0 en el plano (a, P) y la curva 4 = 0 , 
en este caso para p = Q, en el plano (a, 4) y se deducen geométricamente las condiciones 
suficientes de estabilidad. 
En primer lugar, estudiamos: 
4^=g+2pa~"a» + ^ ' - 2 ^ 
ícmm Eu(m,0} 
« > 0 
A^F 
M 
•••••Jj)! •I""' y ^ y ^ |B|I" 0 ™™-»™™ ,~~m^mm mmm. »,«^ A ^ «„^ m,mm , ^ — « - — J U » 
^^ y'^ ^^ ^^ / ^ y ^ ^ 
4 






Vemos que sólo las intersecciones de la curva ^f'*lp=o,,>o con el eje de las a contienen al 
origen. Existe estabilidad, al menos, para g>0. 
Considerando las proyecciones de dichas intersecciones sobre la curva Â^ podemos deducir: 
Si <|>0, Estabilidad asintótica. 
Si g<0, Inestabilidad. 
Sea ahora 4 "• De forma análoga, vemos que: 
Si i|>0, Estabilidad asintótica. 
Si c|<0, inestabilidad. 
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Consideramos una columna elástica, articulada en sus dos. extremos y sometida a la acción 
de una carga vertical constante en dirección e intensidad, q por unidad de longitud, en parti-
cular sy propio peso. 
Sea 1 la longitud total, E el módulo de elasticidad e I el momento de inercia de la sección 
transversal, constantes. Entonces las ecuaciones de movimiento se escribe: 
con M(0) = íi(1) = t iJ0) = ü«(1)=0 
Para u = ti = f(x)e""*: 
^ > J J 1-£| = 
luu) , . T? 




_Qj2_j f ^^ 1 = Aa-m' 
ffáx 
Condiciones de estabilidad: 
^i=U=o=^^>o 
Pero observamos lo siguiente: 
rfLf«dx^lj'|i-"X)fp.dx 
J « Jo 






El A, ¡'il^x)flf^dx^q Ul^x)f'JJx 
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(l-x)f*f,dx = m 
§ J O'x'jf jíjjfjjOX 
por el teorema del valor medio. 
La condición de estabilidad será: 
resultado conocido y obtenido aquí de manera más simple. 
Consideremos ahora una solución aproximada: 
w = [ p / , W + p , y x ) | e - ' = ' p , sen ^ + p^sen — je"»» 
limitándonos a dos términos, como es usual en la práctica. 
Para la funcional M, tendremos: 
P 1 + P 2 
con A,=^^^--q'„ 
A = q 
9 
8a7i4 
43 = qn^ 
Para co = 0 ^^ = ^ =^ iA.^A,)p,p^ + ^irl^p^,=Q 
menor l f |«=o>0 
nos da las condiciones de estabilidad, qye resultan: 
menor —' 3 ^ lí ?. > o 
luego: ( 4 , + 4 3 ) ' > ( 4 , - á 3 ) * - 4 | que equivale a: 
4A,A,>Al 
m* nA /8an* \ /20 ^* 
El signo igual nos da la o . , , carga crítica: 
%rn = nm^ 
resultado conocido. 
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Consideremos la estabilidad de una posición de equilibrio de un sólido elástico, una placa 
delgada, uniforme, de longitud 1 en la dirección de las x, apoyada en x=0, x = 1, sometida a 
la acción de un flujo de fluido, según x, por una de las cargas. 
En la dirección normal a x, la longitud es Infinita. 
Este problema es muy conocido y su interés aquí estriba en que la ecuación de movimiento 
perturbado alrededor de la posición de equilibrio horizontal aparece en problemas d© placas 
y columnas, útiles en estructuras. 
Tenemos: 
con n, a y M cantidades positivas. 
Las condiciones de contorno son: 
ii = ii^^ = 0 , en x = 0, 1, f^O. 
Tomemos: tí = f| = f(x)e'*"* , cü = oe + i | 
Si calculamos ¿M=0, obtenemos el siguiente resultado para los autovalores 
- iiffl'if + toff+afi„,^ - bipw + M^* = XF^ 
-™ Hm ̂ t + ioJt + a C - btjl^ - Mif* = X,t 
De donde: 
k^=-fim ^f+af""" - br + imf + Mf 
Las condiciones de contorno son: 
f + f = ( f + f ) „ = 0 , x = 0, 1 
SI tomamos f =-/©'*«, con k = n, obtenemos: 
5.1. Si consideramos | = 0 , tenemos: 
1¡.=0 => a = - f i M 
^FI | - Í =-m^M* + ñ%*^bn^ 
et~r-mU 
Condición suficiente de estabilidad: 
como es conocido. 
D© otra forma, se tiene que 1̂ _Q para | = 0 es una parábola con un máximo para «=0. Ha d© 
ser an*+b>Q. 
D© 4 = 0 , obtenemos « « - s M para j5=0 y este punto sobre el eje a ha de ser Interior al 
segmento comprendido entre las intersecciones de dicha parábola con dicho eje: 
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5.2. En el caso general, se tiene qye 
4=0 
l í l , . ^ = 0 ^ 4^P*^4{1+ii)p^ + i4+4an* + 
+4bn^ + H)P^-(4aM*+4bM' + 1)P + {-^M'M^ + an* + bm^)=Q 
y esta ecuación nos debe dar las fi reales y positivas. 
Resultan las condiciones suficientes: 
coincidiendo con el resultado de 5.1, que vemos es válido para estabilidad asintótíca. 
Representación gráfica 
Para ^=0: 
-iÁa.^ + aM*+bm^ = Q 
lam* + bM^ an^ + b 
a= ± = ±n I —— 
mn^ + b 
Ha de ser - /• n<—nM => fAM'<an'+b 
para que sea fi>Q. 
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Analizamos a continuación la estabilidad de una barra elástica de longitud 1, cuya ecuación 
varlaclonal de movimiento, respecto a una posición de equilibrio, se escribe: 
con las condiciones de contorno: 
U = UMM = 0 , x = 0, 1 
Suponemos que los coeficientes son constantes, con a y ^ positivos. El tercer término corres-
ponde a fuerzas giroscópicas producidas por conducción de fluidos. El quinto término repre-
senta un caso de fuerzas que varían con la deformación del sólido («foiiower forces»). Los 
restantes términos tienen el significado usual. 
Esta ecuación tiene una forma muy general, introduciéndose los nuevos términos 3." y S." a 
las ecuaciones de movimiento usuales. 
Sean las soluciones u = ii = f{x}e"^\ m = m, + im,. 
Operando como en el ejemplo 5, obtenemos que 
SI consideramos las soluciones »|=f(jf)©'"*=-i'©'*«e^"*, k = it, qye representa un caso muy 
sencillo, se obtiene que: 
1¡. = - 2Q)^mi + m^ + 7[kg — nm,Q 
6.1. Para c», = 0, se tiene que 
m,m —nk. 
Condición suficiente de estabilidad: 
m*-Sn' + k,-^M%^iQ-kJ>Q 
Observemos que la parábola l^|„_a contenida en el plano (m^, 1^ posee un máximo para 
Q 
cu,= -ic—. Consistente con aquella condición suficiente, ha de ser 
4L,.o =m*-SM^ + k,+-^>0 
Q 
(0= - H — 
2 
Visto de otra forma, calculemos los puntos de intersección de m^^Q con el eje ©,. 
Se tiene que: 
2 " V ' 4 
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Ls condición de estabilidad será que el punto co,= -nk^ esté comprendido entre las intersec-
ciones de la parábola con el eje QJ„ lo que se reduce a la condición suficiente obtenida al 
comienzo de este apartado. 
i.2. En el caso general, se tiene que: 
,, ^ cü. + slc, nm,Q-nk, 
2m, + nQ 
Sustituyendo m, en 1^=0, el resultado es: 
1 -2cü, 
Obtenemos la misma condición suficiente para estabilidad aslntótica. 
Representación gráfica 
Para ^2>0, Q>0 resulta la figura siguiente: 
á^pr 
/ 
I ! y / \ 
i L ^ y^ 
// 
X // / 
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risyits, or brlnfl oyt new onss. 
zusammenfassyni 
Usbar dis anwendyng von 
bsstaendigikeltskriteritn auf 
mecliintechB systsme, die nach 
i l n t r vir l i t ionsmethods srhalttn 
wyrd tn 
Dr. iafatl Rodrtiuti iibollo, Baulngenleyr 
__Wlr stydleren día Btstindiotolt dar Zys-
tindt virschiediner konkrettr mechanlschtr 
Systema aus mmmn oder flsxlblen Ftsts-
toffsn fflr LSsyngen daratallendw Art In Hln-
slcht tyf dlt Zalt. Wlr bstrachttn dIe dlt 
ditaen Losynflsn tntsprtchtndtn Silbstwtrt-
problema ynd erhalttn isstindlflkilttkrlte-
ríen nach dar Vtrlatlonamtthods. DIsst Krl-
tarlan stlmmin mlt dan btkannten Ergtb-
nlsitn ubtreln und ferschaffan iysaardsm 
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